SUL MOVIMENTO GEOMETRICO FINITO DI UN SISTEMA RIGIDO " 

NOTA 

del Cacio Ordinario G. Battaglini 

(Adunanza del di 6 agosto 1810) 


Ritrailo dal Rendiconto della R. Accademia delle Sciente /laiche c matematiche 
Fascicolo 8* — Agosto 1870 


Questa Nota fa seguito all'altra sul movimento geometrico infinitesimo 
di un sistema rigido, inserita nel Rendiconto (fase, di maggio 1870). 

1 . Due posizioni S,,S, di un sistema di Torma invariabile costituiscono 
evidentemente due figure omografiche, che hanno all’infinito due punti 
doppii e due piani doppii coincidenti; da ciò segue che il sistema potrà 
passare dalla prima posizione alla seconda per mezzo di una rotazione 9 
intorno ad una retta , e di una traslazione e lungo la medesima retta. 
Questa retta ò l’asse di rotazione strisciante, o Tasse centrale del sistema. 

Siano p, , p, due punti omologhi di S , , S, ep il punto medio del seg- 
mento p, p, ; si vedrà facilmente che imprimendo al sistema dei punti p 
un movimento infinitesimo, composto da una rotazione intorno all'asse 
centrale, o da una traslazione lungo il medesimo asse, che stiano tra 
loro nel rapporto di tanjd ad *-s , il punto p si sposterà secondo la ret- 
ta p, p, ; si ha dunque la proprietà ): Essendo S. ed S, due posizioni di 
un sistema di forma invariabile , p, , p, due punti omologhi nelle due posi- 
zioni , e p il punto medio del segmento p, p, , potrà darsi al sistema S dei 
punti p tale movimento infinitesimo da spostare ciascuno di questi punti se- 
condo la retta corrispondente p, p,. Il sistema S si dice il sistema medio 
dei due sistemi S, , S,. 

Supponiamo che il movimento infinitesimo impresso al sistema me- 
dio 5 sia dovuto alle sei rotazioni infinitesime simultanee (SF,,..SL,...), 
intorno agli spigoli (F....L,...) del tetraedro fondamentale, espresse da 

JF=JrFsenBC , . . . IL = ltLsri\\D , . . . 

*) Ciust.es, Proprietà relativa au Déplacement fini etc. Compiei Rendili, 1660-61. 



Ponendo 


/!'— (fscnBCcosF + . .. 4 - AsenADcosL 4-.. *=(/!)* , 

A' - (Fi 4- Gii i- HN , sen ABCD , 

sani, pel sistema S, BSr la rotazione intorno all’asse centrale, e * ir 
la traslazione lungo il medesimo asse*); quindi, indicando con l un 
coefficiente arbitrario, potremo supporre 


(D 


Il K 

laayj flit ~~ 


Nel movimento infinitesimo impresso al sistema medio sia pJr lo spo- 
stamento del punto p, di coordinate (a, b, c, d)\ e siano (A, B, C, D) le 
i («ordinale del piano P normale alla traiettoria di p: ponendo 


si avrà 
onde 


e ponendo 


-f- — IIObB — OVcC 4 UiO , ~=FccC -HatA-hUdiB , 

tfT 07 

= CaaA— F6bB +-.VrfdD , AaaA-.»ftbB— .VccC , 

or or 

, ilt - n )n > r iR n 
P A = ~, P B = pC= 17 , pD=— . 

, , «?/t . «.'ft, „ (tn, „ 

» =[ — - cosA 4- — : cosB 4- cosC 4- -H-cos D 1 , 

V « ot Jt Jr / 


♦(a) = ffcosB— GcosC 4-IeosD , ♦(b) = FcosC — H cosh+M cosi) , 

♦ (c) = CcosA— FcosB <-tfcosD , *(d) = — tcosA— AfcosB--.VcosC , 
verrà 


(4) />’= (oaA+ja) ~4bB*(b) 4-ccC*{c) 4-ddDt(dj j*= [♦ (p) ]* . 

Siano (« to, èb, Se, Sd ) le variazioni delle coordinate (a,b,e,d ) del pun- 
to p, provenienti dal movimento infinitesimo impresso al sistema medio; 
sarà 

$a n 

~-aA -^bcosPA =*(p)cosA , — bB=j>cosPB = *(p)cosB , 

07 07 

( 3 ) ^ 

-j^-cC — pcosPC = *(pjcosC, — dD=pcosPD =+(p)cosD . 

0 7 07 


*) NmU su/ moimfftto gtomHri'io infinitesimo rfi t»n lii/ema rigido. Rendiconto dell* Accade* 
tuia, tusggio 1 B7Q. 
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Queste forinole possono anche ottenersi immediatamente, osservando 
die le quantità (ào, Sb,Sc,id) debbono essere funzioni lineari di ( a,b,c,d \ , 
in cui i coefficienti di queste variabili sono i valori delle funzioni rela- 
tivi ai vertici (a, b, c, d) del tetraedro fondamentale, e che nel movi- 
mento infinitesimo del sistema lo spostamento di uno qualunque dei 
vertici del tetraedro è risultante degli spazielti descritti da quel vertice 
per le rotazioni intorno ai tre spigoli appartenenti alla faccia opposta. 

Se il punto p appartiene all’asse centrale, p avrà il valore minimo 
si avranno quindi per l’asse centrale le condizioni 

aA»(a)t(p) --bB+ bj*(p) = cO(c)*(p) = dD*(d)*(p) = , 

dalle quali, insieme alle (3) (avuto riguardo alle relazioni 

senDBC scnDCA _ senDAB scnCBA seoABCDi 
dbc — dea — dab — eba abed ' 

si otterranno, per determinare la direzione dell'asse centrale, le formolo 
fl cos PA = IV sei) DC A — ff scn D A B -hFsen CBA , 
flcosPB = lsenDAB— A' senDBC i-CsenCBA, 

« 

flcosPC = J/ senDBC— iscnDCA-i-//senCBA , 

/icosPD = — F scn DBC -CsenDCA — Il senDAB . 

Indichiamo con ( F,,...L ) ed (F.,... L,,...) le coordinate dell'asse 

centrale R, e della retta R„ all'infinito, intersezione comune dei piani 
perpendicolari ad R t ; saranno R, ed R, assi coniugati di rotazione nel 
movimento infinitesimo impresso al sistema medio, si avrà quindi 

F,+F,=F . L, + L, — L , . . . i 

ora essendo, per ogni punto p, la rotazione intorno all'asse R, equiva- 
lente alla traslazione ^-St in direzione parallela all’asse centrale, se P 
dinota un piano qualunque perpendicolare a quest'asse, ed indichiamo 
con <l>, il simbolo $ allorché si pongono (F,,..L„,..) invece di (F,.. 
le forinole (3) daranno 

K K 

*,(pjcos A = - s -cosPA , ♦Jp)cosB — -g-cosPB , 
ti fi 

K K 

♦ (p)cosC = -=-cosPC , *,(P)cosD = _ cosPD ; 

n li 
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applicando questo relazioni a ciascuno dei vortici del tetraedro fonda- 
mentale , verrà 

A' A 

♦„(a)cosA = h cosPA ♦,(a)eosD — -jj-cosPD , 

K K 

♦,(b)cosA =— rosPA ♦,(b)cosD = -^-cosPD , 

*,(c)cosA = -^-cosPA ♦,(c)eosD = -^-cosPD , 

♦,(dlcosA = -g-cosPA ..... ♦,(d)cosD = -^-cosPD , 

h n 

e da queste equazioni, insieme alle (4) (tenute presenti le relazioni fra 
le parti del tetraedro fondamentale) si otterranno i valori 

F. = =- — ADcosL, — ^vssviWsenBCcosF .... 

’ il scnABCD' ’ ‘ * it’senABCD 1 ' 

e quindi le coordinate dell’asse centrale saranno 

FL+C M+m. 

fl* 


F, = F- 


-<fi) senAD cosL .... 


(5) 


, , FL+GU+HS „„ „ 

/,, = £ — gr (il) sen BC cos F .... 

li 


2. Essendo p, ,p, due punti omologhi dei sistemi S n S n e p il punto 
medio del segmento o corda p, p;=r, indichiamo con p la distanza di p 
dall'asse centrale R, o sia la minima distanza tra R e la congiungcnte r 
dei punti (p, ,p,); si avrà 

(1) ^rt = v '(f*it'-|-^r). UnrR = ~ ; 


c se dinotiamo con p), p), p" lo proiezioni dei punti p,, p,, p sull’asse R, 
e con P), P), P i piani clic passano rispettivamente per questi punti e 
per R, sarà 

(*) P?P‘ = P’P; = 7^ . tanPJP* = UnP'P*=-y- . 

Tra le coordinate dei punti p, p., p essendovi le relazioni 
“=[(<■. +«,). à — ^(à, -s-à,) , e = jfe.-t-e.) . , 


il sistema medio 5 costituirà evidentemente una figura omografica a eia- 
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smina delle figure, omografiche Ira loro, coslituite dai sistemi 5, ed S ( ; 
segue da ciò che se i punti omologhi p , p ' percorrono duo rette omo- 
loghe (R. , R), il punto p percorrerà una retta R^, che dicesi la retta 
media delle due (R,, R,). Osservando clic nel movimento infinitesimo 
impresso al sistema medio, ogni punto p della retta R,. ha uno flesso spo- 
stamento valutato secondo quella retta (velocità virtuale della retta RJ, 
e che lo spostamento assoluto del punto p è diretto secondo la corda r 
corrispondente a quel punto, se si dinota con p la minima distanza tra 
l’asse centrale R e la retta media R„, si avrà per ogni punto di questa 
retta 

lr(cosrR„ = iiflseiiRR — i-cosRR^ . 

2 r ' “ /( “ 


Siano (R’,R") due assi coniugati di rotazione nel movimento infinite- 
simo impresso al sistema medio; ò noto che la retta R, sulla quale si mi- 
sura la loro minima distanza è perpendicolare all'asse centrale R*); in- 
dichiamo con p’, p” e p" i punti d'incontro di R, con R’, R” ed R, c si 
ponga p"p'=p', p"p ==p”: si avranno le relazioni 


(31 


f>'lanRR' = l o"tanRR'= ■ g 


da un'altra parte, se r’ ed r" sono le corde corrispondenti ai punti p’ 
c p" (le quali giacciono in piani perpendicolari ad R,) si ha 


lanr'R=: 


a-n* 

K ’ 


tanr R = —^— 


sicché R' è perpendicolare al piano delle rette R, , r", ed R" 6 perpendi- 
colare al piano delle rette R, , r'. 

Siano (p( , p ') i punti omologhi, estremità del segmento r' di r’, che 
ha per punto medio p'; (p* , p'i i punti omologhi, estremità del segmento 
r" di r", che ha per punto medio p'; (8', 8 ) gli angoli (p'p'p(, p,p"p'.)i 
(RI, R() le rette omologhe condotte rispettivamente per (p', p(), e che 
hanno per retta inedia R'; (R), Rj le rette omologhe condotte rispetti- 
vamente per (p',p"), e che hanno per retta media R*. Saranno p’p'.p'pl 
le minime distanze tra le rette (R', RI), (R', R)), p’p,', p"p( lo minime 


*) Nota cii., Itend., maggio 1870. 
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disianze tra le rette (R",R}) t (R”, R Si avranno poi le relazioni 
= ;r*l = V '( ? -flv£), 

j r”= 0>'— f')tan , |r'= (/—•') tan |9* , 

« 

cosii'tanR’R' = cos i'<'iaiiR R'=;tanR'R' , 
cos ^4'llnR"R| = cos^4”lanR'R' = lanR"R' . 

Determinando due assi coniugati di rotazione (R 1 , R") per mezzo delie 
forinole (3), se il sistema S , si fa girare intorno all’asse R’ por l’angolo 6', 
o pure intorno all’asse R" per l’angolo 9”, coinciderà, punto por punto, 
la retta R' con la sua omologa R', o pure la retta R' con la sua omolo- 
ga R' ; se in seguito si fa girare il sistema intorno all'asse R" per un an- 
golo 9}, o pure intorno all'asse R’ per un angolo 9’, in modo da con- 
durre il punto all’infinito di R', o pure il punto all’infinito di R”, nella 
sua posizione omologa nel sistema S,, si condurrà cosi il sistema proposto 
dalla posizione 5, all'altra posizione S,. I valori di 6* e 6' sono dati dalle 
formolc 

(5) seiijS'senR R” — sen "'/senR R , scn^OjsenR’R' scn 'ssenR R . 

Le retto (R', R}), o pure (R", Ri} si diranno assi coniugati di rotazione 
finita del sistema. 

Le congiungenti delle coppie di punti (p', p(), (p', p() sono due retto 
omologlie (R, , R,} clic hanno per retta media R, ; le retto R, , R # . , R, sono 
perpendicolari all’asse centrale R nei punti c determinano con 

quest’asse i piani P“, I‘“, /*’, tali da verificare le equazioni (2). 11 sistema 
proposto potrà passare dalla posizione 5, alla posizione S t per mezzo di 
una rotazione di ISO” intorno ad R, (che fa coincidere, punto per punto, 
R, con R ) seguila da un’altra rotazione di 180’ intorno ad R, (che con- 
duce' il punto p” di R* nella sua posizione omologa in S,). 
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Dalle equazioni (4) e (5) si deduce 

| | p*— #' l | 

sen r$'sen i — senR'R' = ^«sen 3 9 , 

2 2 ’ | t 2 3 

cos 5 9' 

(6) 

senio” sen -’s' . - — scnR’R' — jisen^!) , 

2 3 ' | / 2 2 

cos-O" 

onde la proprietà '), che il tetraedro avente per spigoli opposti due seg- 
menti di due assi coniugati di rotazione Gnita del sistsma, proporzionali 
ai seni delle semi-rotazioni intorno agli stessi assi, è di volume costante. 

3. Cerchiamo ora le relazioni tra le coordinate di due punti omolo- 
ghi p,, p, dei sistemi S,, S,. Essendo p il punto di mezzo del segmento 
p,p t> la considorazione del movimento infinitesimo impresso al sistema 
medio 5 darà immediatamente le equazioni 

t(a — aJaA = +(p)cosA , /(4— t,)bB=*(p)cosB . 

<(e— c,)cC --♦(p)eosC , <{ii— d )dD=+(p)cosD , 

o sia 

— o,aA/=oaA[*(a)cosA— )]+tbBHb)cosA+ccC*(c)cosA + <(dDt(d)L'OsA , 

— i 1 bBl = oaAt(a)cosB+ibB [*(b)cosB— t]-t-ecCt(c)cosB + rfdD+(d)cosB , 

— 0,00/ = oaA*(a)cosC+6bB*;b)cosC+ccC[*(c)cosC— (j-t-ddD*(d)cosC, 

— <f l dDf=aaA4-(a)cosD+ibB'»(b)cosD-l-ccC*(c)cosD+<idD [+(d)cosD — <J • 

Ricaviamo da queste equazioni i valori di 

»=&+»,). «=!(«!+',). d =[{*.+ *,)■ 

Ponendo 


onde 


f=(fl)seuADcosL ..... l = (/ì)senBCcosF , . . . . 
Fl-h t-Lf-t-. 


*) ClUSLES, 1. C. 
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®=R , + l\ 

ei ( aa)=:— {L[ -t-Cm-i-//n)-t-ft(a)cos A , 
e(bb)= — (ilg-*-IIn-+-FI ) + ( ♦ (b) cos B , 
e(cc)=— (iY h+Fl + Gm) + l*(c)cosC , 
e(dd )=:— (Lf + Mg + Nh) + t *(A)cosV , 

»(ab) = (Fm -ili/) + /*(b)cosA , s(ac) = [Fu —Xfl -M*(c cosA, 
e(ad) = (JI/n — A’m)-t-/*{d)eo»A , 

®(bc) = (Gn— tY$)-M*(c)cosB , »iba) = (G/~ij)-t-l4 , (a)cosB , 
e (bd) = (A't - in) -t-»*(d)cosB , 

«Ica ) = (//! — Lh}+1*{ a)cosC , e(cb)=(//m — JfA)+(*(b)cosC , 
e(cd)=(im — MI) -hi* d)cosC , 

e(da) = (%— Gft)+«’ aJcosD , e (db) = (FA— fff) +(♦ (b) eoa D , 
e (de) = (Gf - Fg) +■ l ♦ (c) cos D , 

si troverà 


ja j aAe = — (.Ysen DCA— i/scnDAB-i-FsenCBAi -+- 
a,aA[«(aa)-t- + t bB e(ab)-t-e,cCa{ac) -HddDu ad) , 

-5 1 , bB » = (i scn D A B — A" scn BBC + G se n CB A) + 

rraAwfbai + i.bB 'e(bb)+ y®] ■+-c,cCe(bc)-t-<f 1 dDe(bd) , 

|c cC « = ~ ( il sen BBC — L scn DCA + II sen CBA) -t- 

a, aA ® (ca) ■+• A bB »(cb) +- e i cC [e(cc) 4- ì 0 ) 4- d, dD » (cd) , 
1 K 

-d dDe = — — (FscnDBC-i-GsenDCA f-//scnDAB) 4 - 
1 r 

a, aA« (da) 4t,bBe (db) 4- c, cC 8 (de) 4- d, dD [e (dd) 4- ì » ] . 
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